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4.1 Un modelo de eleccién intertemporal con un namero finito de periodos
Un modelo de eleccidn intertemporal de dos periodos:

Supongamos un modelo de eleccidn intertemporal en el que un individuo tiene que elegir la
cantidad que consume en dos periodos t=0,1. El individuo posee en el primer periodo una

riqueza inicial en forma de capital K,que unido a la cantidad de trabajo dedicada a la

produccion, L, le permite obtener una produccién Y, a través de la siguiente tecnologia:
Y, = F(K,,L) = AKZL . [1]

La cantidad de trabajo que el individuo dedica a la produccidn es igual en todos los periodos.

La produccién Y, se puede dedicar a dos fines, o bien se consume en el periodo o bien se

ahorra y se invierte en capital para la produccién del siguiente periodo. Es decir, se tiene que

cumplir la siguiente igualdad:
Y,=C,+1, (2]

Donde | representa la inversion en el periodo 0 y a través de ella la produccién no consumida

en el primer periodo se transforma en capital para el siguiente periodo, en concreto asumimos

que:
K =1,+1-5)K, [3]

Donde Oy es la tasa de depreciacién sufrida por el capital debido al paso del tiempo. La
produccion en el periodo t=1 viene dada por Y, = AK/ L'** y de nuevo se puede dedicar a dos
fines, el consumo Clo la inversion |1- Si asumimos que la depreciacién es total,é'K =1,

obtenemos que K, =1,.

La forma en la que el individuo elige la cantidad consumida en cada periodo es a través de una

funcién de utilidad agregada para los dos periodos,

U(G,,C)) =u(Cp) + pu(C)) [4]
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Donde U()es una funcién C? con derivadas U'() >0 y U”() <0, es decir, estrictamente
creciente y estrictamente céncava. El parametro £ indica la preferencia temporal del

individuo de forma que el consumo presente es preferido al consumo futuro y por lo tanto

0< p<1.

Por tanto, el problema de eleccién del individuo viene dado por el siguiente problema de

maximizacion:

max {u(C,) + Au(C,)}

Co.Cy

sa. Y, =F(K,,L)

Y, =F(K,L)
Yo=C,+1,
Y,=C +1,
Ki=1,
(5]

Antes de resolver el problema del individuo es necesario discutir que ocurre con la inversion
del segundo periodo. Si I, > Oel capital en t=2 sera positivo, pero dado que el individuo solo
vive dos periodos esto no es 6ptimo, ya que podria incrementar su utilidad en t=1

simplemente reduciendo la cantidad dedicada a la inversion |,. Por lo tanto, impondremos la
condicién de transversalidad K, =0, o lo que es lo mismo |, =0, que implica

C, =Y, =F(K,L). Con esta condicién podemos simplificar el problema de maximizacion,

para obtener:

max(Cy) + Au[F(F(Ky, L) - Cy, L)]} 6]

Co.Cy

Para hallar la solucién debemos construir el langragiano:

L =u(C,) + Bu(C,) + 4 [F (Ky, L) - C, — K |+ A[F (K, L) -C,] [7]
Las condiciones de primer orden de este problema son:

C,: U(C,) -4 =0 [8]
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Ci: pC)-4=0 [9]

K: —A+AF(K,L)=0 [10]
A: F(K,L)-C,-K, =0 [11]
A:  F(K,L)-C, =0 [12]

De las condiciones de primer orden [8] — [10] obtenemos:

u'(Cy) =4

pU(C)=4 = %

Dividiendo, tenemos que:

u(C,) _

——=F (K, L

prcy et (13]
Esta ecuacion es conocida como la Ecuacion de Euler y establece que el ratio de las utilidades
marginales entre dos periodos tiene que ser igual a la productividad marginal del capital entre
esos mismos periodos. Por tanto, en el 6ptimo, la pérdida de utilidad ocasionada al renunciar a
una unidad de consumo hoy tiene que ser igual a la utilidad generada en el futuro por una

unidad mas de inversién en capital fisico.

Cabe destacar que la condicidn de transversalidad no es solo una condicidén que nos garantiza
la optimalizad de la solucién, ya que el individuo no obtiene ninguna utilidad si deja capital una
vez han transcurrido los dos periodos en que vive, sino que también es necesaria para

garantizar la unicidad de la solucién. La razén es que la soluciéon de nuestro modelo esta
determinada por un valor concreto para las variables C,,C,, K, y Y,.! Para hallar el valor de

estas variables disponemos de la ecuaciéon de Euler, junto con las dos siguientes:

K, = AKZL —C, [14]

Y, = F(K,, L) = AK/L" [15]

! Podemos prescindir de | yde |, yaque |y =Y, —C; yandlogamente |, =Y, —C,.
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Asi pues, necesitamos una ecuacién mas para que nuestro sistema esté determinado, que es la

condicién de transversalidad K, =0, es decir, F(K;,L) =C,.

Por lo tanto, la solucidn viene dada por las ecuaciones [13] a [15], junto con la condicién de

transversalidad.
Un modelo de eleccion intertemporal con un nimero finito de periodos:

Ahora vamos a considerar el modelo de la seccidn anterior generalizado a un nimero finito
pero indeterminado de periodos. Como en el caso anterior, el individuo obtiene utilidad de la

cantidad consumida en cada uno de los periodos,

C 2 T

Zﬂtu(Ct) = U(Co) + ﬁu(cl) +p U(Cz) +..+p U(CT) . [16]
t=0

Ademds, el individuo posee una riqueza inicial K, y de la misma forma que anteriormente, en

cada uno de los periodos debe elegir entre consumir y ahorrar/invertir para el siguiente

periodo. Asi tenemos que en el periodo t=0 estd sujeto a las siguientes restricciones:

Y, =F(K,,L)=C, + 1, [17]
K=l +@-06¢)K, [18]
De la misma forma, en t=1,

Y,=F(K,L)=C, +1, [19]
K2 :|1 +(1_5K)K1 [20]
Y asi sucesivamente hasta el ultimo periodo

Y, =F(K;,L)=C; +1; 21]
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Kig =l +@-0,)K; [22]

En este caso la condicién de transversalidad es K;,; =0 y podemos definir el problema de

maximizacién del individuo como:

max>_A'u(C,)

{Colfi, t=0

sa. Y, =F(K,,L)=C, +1,

Kii=1,+1-9)K, [23]
vt=0,.,T
Dado K,y K;, =0

Para hallar la solucién de este problema debemos construir el langragiano,

L=Y{pU(C)+ AF (K L)~ + (1= 50K, ~ K, ]} (24]

t=0

Las condiciones de primer orden de este problema son:

C: pUC)=4 [25]
Kot A = Au|Fe (Koo L) +@0-5)] [26]
A F(K,L)=C, +K,, —1-5)K, [27]

Despejando 4, de las dos primeras ecuaciones podemos obtener la ecuacién de Euler,

u,(Ct) ’
———=F(K,;, L)+ Q-5
Au(Cyy) ( )+ : [28]

Que junto con la restriccién de recursos,

2 Notar que hemos despejado la variable |t simplificando las dos restricciones de cada periodo en una

sola F(K,,L)=C, +K,,, —(1-0,)K,.



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE MADRID

F(K,,L)=C, +K,; -(1-9,)K, [29]
Definen la dindmica del sistema a lo largo del tiempo. En un momento concreto del tiempo “t”

podemos conocer los valores del sistema en el periodo t+1 si sabemos los valores actuales de

C,y K,. Por lo tanto, es posible calcular con estas dos ecuaciones la senda de equilibrio del
sistema, pero para ello es necesario tener una condicién inicial Koy una final que en nuestro

caso es la condicion de transversalidad K,,; =0. La condicién inicial K, es una condicién de

partida, sin embargo la condicion de transversalidad es una condicién de optimalidad, ya que si
no se satisface es posible aumentar la utilidad del individuo reduciendo la inversién en el

ultimo periodo.?

4.2 El modelo de Ramsey

El modelo de Ramsey analiza como deciden las familias cuando pueden determinar la

trayectoria de su consumo.
Tal y como se recoge en el capitulo 3 del libro de Sala-i-martin:

“En la vida real, las empresas y los consumidores son instituciones separadas que
interaccionan en un lugar que llamamos mercado. Las familias son las propietarias de los
activos financieros que dan un rendimiento neto (que puede ser positivo, o negativo en caso
de que tengan deudas), y también son propietarias del factor trabajo. Por lo tanto, las familias
reciben ingresos tanto del sector financiero (rendimiento de los activos financieros) como de
su trabajo, y deciden que parte de esos ingresos utilizar para el consumo y que parte deben

ahorrar.

Por su parte, las empresas alquilan trabajo a cambio de un salario, alquilan capital a cambio de
una tasa de alquiler y venden su producto a cambio de un precio. Al final, las familias y las

empresas se encuentran en el mercado, y los precios del capital, del trabajo y del producto son

3 En el modelo con un numero finito de periodos la condicién de transversalidad implica que para tener

stocks de capital positivos es necesario que 5K =1va que, si no hay depreciacién total, con un stock de

capital positivo nunca se satisfaria K, =0.
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tales que los tres mercados se equilibran. Este modelo de equilibrio general se debe a Ramsey

(1928) y, posteriormente, fue perfeccionado por Cass (1965) y Koopmans (1965).”

El modelo neocldsico de crecimiento o Modelo de Ramsey no es nada mas que una
generalizacién del modelo de eleccidn intertemporal con la Unica diferencia de que se
considera un nimero infinito de periodos. Por lo tanto, el problema de eleccion del individuo

se formula de forma similar, incrementando el nimero de periodos de T a o y tenemos que

max>_A'u(C,)

{Cl}tw:O t=0

sa. F(K,L)=C, +K,,—(1-5,)K, [30]
vt =0,...,00

Dado K,y !im(/li KMJ =0
> A,

El langragiano es ahora

{BuC)+A[F (K, L)~C, + (-5 )K, — K. ]}

L=
=0 [31]

Y por lo tanto las condiciones de primer orden son las mismas que para el modelo con T
periodos. Andlogamente, la dindmica del sistema estd también determinada por las mismas

dos ecuaciones

u,(Ct) ’
———=F(K,;, L)+ Q-0
AU(C,,) ( )+ ) [32]

F(Kt’L):Ct+Kt+l_(l_5K)Kt [33]

La diferencia mas importante al considerar un nimero infinito de periodos es que la condicion

de transversalidad no puede imponer que el capital sea cero en un periodo concreto. Por esta
8
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razon, la condicion de transversalidad incluida en el problema de maximizacién con infinitos
periodos establece que el valor presente del capital a medida que nos alejamos del momento

inicial tienda a cero. Dicho en otras palabras, en un problema de optimizacién con

restricciones el multiplicador A, representa el valor de aumentar en una unidad el stock de

A
capital en el éptimo, y por lo tanto el valor de K, , en el momento t=0 es (ﬂ_t K., Este
0

valor debe tender a cero a medida que t crece. Para verlo con mayor claridad vayamos a las

condiciones de primer orden, de la ecuacién de Euler tenemos que para el periodo t se cumple

AC)_ A _po Y
U(C.,) = 2 _[FK (K, L)+ (@=0¢ )]

Calculando esta misma condicién para los periodos t-1, t-2,...1 y sustituyendo obtenemos

ﬂu,“(—(f;)=j—;=[Fg<Kt.L>+<1—5K>]1[F@(Ktl,L)+<1—5K>Tl---[Fg(K1,L)+(1—5K)]1

Si definimos el factor de descuento entre el periodo ty t-1 como 1+ R, tenemos que

1 1
1+R [Fe(K, L)+ @1-05,)]

Y por lo tanto

A 1 1 1
— Kt+1 = Kt+1
Ao 1+R 1+R,; 1+R;

Que no es nada mds que el valor descontado al presente del capital en el periodo t+1. De las
condiciones de primer orden se puede obtener una segunda forma de escribir la condicién de

transversalidad
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w5

4.2.1 El estado estacionario

La dindmica del modelo de Ramsey esta determinada por dos variables Cty Kt , Yy por dos
ecuaciones [32] y [33]. Definimos el estado estacionario como aquel estado del sistema en el

que las dos variables permanecen constantes a lo largo del tiempo, es decir C, =C,,, =C y

K, =K,,, =K para todo t. Si imponemos estas dos condiciones a las ecuaciones [32] y [33]

podemos calcular los valores del consumo y del capital en el estado estacionario. Sustituyendo

condicion de estado estacionario en la ecuacion de Euler [32] obtenemos

%ng(K*,L)Hl—éK)

De donde podemos calcular el valor de K" con ayuda de la funcién de produccién
F(K,,L)=AK/ L,

F (K", L) =aAK™“? >%= AK L+ (1-6y)

aAK L = % —(1-6,)

K" :ﬁl—u 5Kji}a1|_
s oA . [34]

Para hallar el valor de C” utilizamos [34] vy la restriccidén de recursos [33] que en el estado

estacionario simplifica a

F(K',L)=C +5.K”

10
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Utilizando esta ultima expresion, junto con la del capital de estado estacionario [34]

obtenemos el consumo en estado estacionario, de la siguiente forma

C"=F(K',L)-6K = AK™L -5, K" =K'|AK "L — 5, |

C’ = Hi—u Sy jl—aK Ml—u Sy ji}al L
p o Y’ oA _ [35]

Una vez calculados los valores de las variables del modelo podemos calcular la tasa de ahorro

en el estado estacionario. Al ser nuestro modelo una economia cerrada, el ahorro es igual a la
inversion y podemos definir la tasa de ahorro como el ratio S =1 /Y . Dado que

|"=F(K",L)-C " yque F(K",L)-C" =5, K  obtenemos que

v = aen e s :15K—a [36]
YT AKEIL s
B

En [36] se puede observar que « vy el factor de descuento S tienen un efecto positivo sobre

la tasa de ahorro. El efecto de la tasa de depreciacion 5K resulta mas dificil de determinar,

para ello hay que calcular la derivada de la tasa de ahorro con respecto a la tasa de

S
depreciacién, si lo hacemos obtenemos que —— > 0. En términos de eficiencia, es posible
K

comparar la tasa de ahorro en el modelo de Ramsey con la regla de oro del modelo de Solow,

Seolow = @ - Es facil comprobar en [36] que S;amsey < Sgoow Y2 QUe By O son positivos y

0,
menores que la unidad, y por lo tanto 1—K <1.
E—1+ O

4.2.2 Dinamica de transicion

La solucién del sistema dinamico [32]-[33] son dos funciones que nos dan la evolucién de las

variables C,y K, a lo largo del tiempo dada una condicién inicial K,. Como la funcién de

produccién F(Kt, L)y la de utilidad U(Ct) no son en general funciones lineales, no va a ser

11



JNIVERSIDAD AUTONOMA DE MADRID

posible encontrar una solucidn analitica para la dindmica del sistema en la mayoria de los
casos. Sin embargo, para ilustrar mejor el problema vamos a presentar un ejemplo con
funciones sencillas para el que si es posible expresar analiticamente la senda de equilibrio del

sistema.

Supongamos que nuestra funcion de utilidad es U(Ct)zln(Ct), nuestra funcion de
produccion es F(KI,L)=KtaL1_“y que O, =1. Para este ejemplo concreto se puede

demostrar que las sendas de equilibrio del sistema [32]-[33] vienen dadas por

Ky =afK{ L [37]

C, =([1-ap)K L™ [38]

Para demostrar que [37]-[38] describen la senda de equilibrio del sistema basta con verificar
que satisfacen [32]-[33] y la condiciéon de transversalidad. Por ultimo, también se puede

demostrar que la tasa de ahorro en este ejemplo es constante en todos los periodos,

I :Yt _Ct :Yt _(1_aﬂYt)
Y, Y,

t t

=ap. [39]

_t
t Yt
4.3 Equilibrio competitivo y asignaciones eficientes

Hasta ahora hemos considerado el problema de un individuo representativo que posee unos
recursos y que intenta maximizar su utilidad agregada sujeto a dichos recursos y a unas
restricciones técnicas dadas por la funcion de produccidn y la restriccion de recursos. En otras
palabras, el problema resuelto en las secciones anteriores ha consistido en calcular las
asignaciones eficientes o los dptimos de Pareto. En esta seccién vamos a ir un paso mas
adelante y discutiremos los posibles equilibrios competitivos cuando consideramos la
existencia de mercados con precios en los que se pueden intercambiar los bienes. También
analizaremos la relacién entre las soluciones competitivas y las asignaciones eficientes. De
forma genérica, la relacidon entre las asignaciones eficientes y los equilibrios competitivos la

establecen los dos teoremas de la economia del bienestar que enunciamos a continuacion.

12
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PRIMER TEOREMA DE LA ECONOMIA DEL BIENESTAR: Todo equilibrio competitivo es una
asignacion eficiente (optimo de Pareto), siempre que no existan distorsiones tales como

impuestos o externalidades.

SEGUNDO TEOREMA DE LA ECONOMIA DEL BIENESTAR: Para cada asignacion eficiente (OP)
existe un sistema de precios y de condiciones iniciales que las hace un equilibrio competitivo,

supuesto que no existen distorsiones.

El problema de encontrar las asignaciones eficientes (OP) también es denominado a veces
como el problema del Planificador Social, ya que se puede interpretar como el problema de
eleccién de un planificador social benevolente que intenta maximizar el bienestar social. Una
condicidon necesaria para resolver el problema del planificador social es que la asignacidn
escogida sea eficiente, ya que en caso contrario seria posible aumentar el bienestar de algun

individuo sin perjudicar a otro.

De esta forma asumimos que hay un gran nimero de familias idénticas que viven un nidmero
infinito de periodos. Las familias poseen todo el capital y el trabajo y ademas son las duefias de
las empresas, por lo tanto reciben todos los beneficios. Por simplicidad designamos a una de
estas familias como la familia representativa y dado que todas ellas se comportan de la misma
forma utilizaremos a esta familia para hallar el equilibrio competitivo. La cantidad de factor
trabajo es constante e igual a L y la poblacién estd normalizada a 1. La restriccién

presupuestaria de la familia representativa es
C,+l, =wL+rK, +7, [40]

Donde W, representa el salario por unidad de trabajo, I el pago por el alquiler de una unidad

de capital y 7, son los beneficios empresariales recibidos en el periodo t. Los precios han sido

normalizados de forma que el precio del consumo y de la inversidn son iguales a 1. El stock de

capital evoluciona de acuerdo a la ley de movimiento,
K = It+(1_5K )Kt' (41]

En esta economia existe un nimero muy grande de empresas idénticas que se comportan de
forma similar y por ello en nuestro andlisis utilizaremos una sola empresa que llamaremos

empresa representativa. La funcién de beneficios de la empresa representativa es
13
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7 =Y, ~WL-rK, 2]

En cuanto a la funcién de utilidad u(-) asumimos que posee las mismas propiedades que en la
seccién anterior. La funcion de produccion Y, = F(K,,L)cumple que F,()>0,F ()>0,

F. () <Oy las condiciones de Inada,

LirrgF};(K,L):oo [43]
lim F.(K,L)=0 [44]

DEFINICION: Un equilibrio competitivo para esta economia es una secuencia de cantidades

{Ct, I, K.Y, }:i , tal que dada la secuencia de precios {Wt I }Zo se cumple que:

a) Dado K,la familia representativa elige una secuencia para C, y |, que resuelve su

problema de maximizacion,

max>_A'u(C,)

{CI'II}ZO t=0
sa. C .+, =wL+rK, +7, [45]
Kt+1 = It +(1_5K )Kt
Vt=0,..,0

Dado K,y !im(% Km] =0
o\ A,

b) La empresa escoge una senda para el capital Kt que maximiza sus beneficios en cada

periodo

mKa[X {Yt - W L- rth } [46]

¢) Los mercados estdn en equilibrio en cada periodo sin excesos de oferta o demanda,
Y, =C, +1,
K, =K,
14
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Para resolver el problema de las familias construimos el langragiano de manera andloga a

como lo hicimos en el problema del planificador,

L= {ﬁtu(ct)"'it[WtL"*'rth -G+ (10K, =K, +7Tt]}

0
t=0

Del cual obtenemos las condiciones de primer orden,

C: pUC)=4 [47]
Kiat A =Aalha +@-60)] (48]
At K =wlL+nK -C +(@1-6 K, +7, [49]

De las condiciones de primer orden del problema de la empresa sabemos que,
= FK (Kt' L)

Y por lo tanto si calculdsemos la condicién de Euler tenemos

u,(Ct) ’
— =k (K, L 1-6y
BU(C,,) ( s : [50]

Que es la misma que en el problema del planificador. La segunda ecuaciéon que define la
dindmica del sistema es la restriccidn presupuestaria de la familia [45]. Sin embargo, por el

Teorema de Euler, y dado que en general asumimos que la funcidn de
produccién F (K, L) tiene rendimientos constantes a escala, sabemos que Y, =W, L+ 1K, *

Esto implica que la restriccidén presupuestaria de la familia en el equilibrio es equivalente a [29]
y por lo tanto la dindmica de la economia en el equilibrio competitivo esta definida por el
sistema [28]-[29], al igual que en el caso del problema del planificador. Se verifica de esta
forma el primer teorema del bienestar y que la solucion competitiva de una economia sin

distorsiones es eficiente.

% El teorema de Euler para una funcién g(X,Y) homogénea de grado 1 establece que

QY)Y
OX oy '

5> Lo que ademas implica que los beneficios son cero.

g(x,y)=

15
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4.4 Impuestos en el modelo de Ramsey

En la seccidon anterior hemos estudiado el equilibrio competitivo de una economia sin
distorsiones y hemos comprobado que la solucién coincide con la que se obtendria del
problema del Planificador. En esta seccidn vamos a estudiar dos ejemplos de economias en las
que existen impuestos distorsionadores y vamos a evaluar cémo afecta la existencia de dichos

impuestos al equilibrio competitivo.
4.4.1 Impuestos sobre la renta

En este primer ejemplo vamos a asumir que las familias pagan un impuesto 7y sobre las rentas

procedentes del capital y del trabajo. La restriccion presupuestaria de las familias es por

consiguiente

C,+1l, =1-y)(w,L+1r,K,)+TR, (51]

En esta economia la recaudacién del gobierno es zy(W,L +r,K,). El gobierno sin embargo no
dedica ese dinero a ningun fin productivo y lo que hace con él es devolverlo a los ciudadanos
en forma de transferencias TR, =7y(W,L+1,K,). No obstante, los individuos toman las

transferencias como dadas y no las introducen en su restriccidn presupuestaria a la hora de

resolver su problema de maximizacion. El problema de maximizacién de la familia es ahora,

max>_.B'u(C,)
{CI'II}:C:U t=0
sa. C+1,=1-7y)(wL+rK)+TR, [52]
Kt+1 = It +(1_5K )Kt
vt=0,..,0
Dado K,y lim ﬁK =0
ado Koy im 7 e |=

Que tiene asociado el siguiente langragiano,

L=Y{BU(C,) + A[Q- )WL +rK)-C, + (-5 )K, K, +TR]}

0
t=0

16
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Resolviendo las condiciones de primer orden

C: BUC)=4 [53]
Kt+l: j't = /11+1 [(1— Zy) r-t+l + (1_ 5K )] [54]
A Ko =@0-2)WL+rK)-C, +(1-6,)K, +TR, [55]

Se obtiene la condicién de Euler,

u'(C,) ‘
,—t = (1_TY)FK (Kt+ll L) + (1_§K)
ﬁu (Ct+1) [56]
Para obtener esta ecuacién hemos utilizado la condicidon de primer orden del problema de la
empresal, = F};(Km, L) , que es la misma que en el caso sin impuestos debido a que los

impuestos sobre la renta solo distorsionan el problema de la familia. La dindmica del sistema

viene definida por lo tanto por [56] y por la restriccion de recursos

F(K,L)=C, +K,; —(1-5,)K,que es la misma que en el caso sin impuestos, ya que
TR, =7y(Ww,L+1,K,) . De [56] se deduce que el comportamiento de la economia se ve

afectado por la introduccién del impuesto sobre la renta ya que distorsiona el ratio de las

utilidades marginales del consumo.

La presencia de impuestos distorsionadores también va a afectar al valor de las variables en

estado estacionario. Si imponemos las condiciones de estado estacionario C, =C,, =C vy

K, = K,,, = K" al sistema formado por,

u’(C :
) 4R KD+ -6
ﬁu (Ct+1) [57]
F(KI’L):CI+KI+1_(1_5K)KI [58]
La ecuacién que determina el capital en el estado estacionario es
1 C
—=[1-7y)F (K, L)+(1-6)
B [59]
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Y despejando la productividad marginal del capital,

C 1 1
Fo (K ,L):{——1+5K}—
B 1-zy [60]

Lo que implica que, si la funcién de produccidn tiene productividad marginal decreciente, una

tasa impositiva 7y >0 conlleva una cantidad menor de capital en el estado estacionario,

KTY <K Ramsey .

Suponiendo una funcién de producciéon F(K,,L) = AK/ L™,

F (K", L) =aAK ™ >% = (1—2y)oAK L + (1-5, )

(1—2y)oAK L = % —(1-5y)

Por lo tanto, se cumple que el capital en estado estacionario es inferior cuando se considera un

impuesto sobre la renta.

En lo que respecta a la tasa de ahorro en el estado estacionario tenemos que ahora es,

{1_1%}1
B 1-zy [61]

Si comparamos la tasa de ahorro del modelo sin impuestos con la del modelo con impuestos es

facil deducir que S; < 'S Ramsey .
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4.4.2 Impuestos sobre el consumo y la inversion

En esta seccion vamos a asumir que las familias tienen que pagar un impuesto 7, por cada
unidad de inversion que compran y un impuesto 7. por cada unidad de bien que consumen.

La restriccion presupuestaria de estas familias queda de la siguiente forma,

(L+7o)C +(@+7 )l =wL+rK +TR, 62]

Siendo la recaudacién del gobierno TR, =7.C, +7,1,. El problema de maximizacion de la

familia se puede representar como,

maxiﬂtU(Ct)

{Ctrlt}io =0

sa. (1+7.)C, +(@+7, ), =wL+rK, +TR, [63]

Kt+1 = It +(1_5K )Kt
vt =0,...,00

Dado K,y !im(/li KHJ =0

0
Que tiene asociado el siguiente langragiano,
- 1
L= Z{ﬁtu(ct) Mt{m[wtu K, —(1+z. )C, + TR, ]+ 1- 6, )K, — KMH
t=0 I

Resolviendo las condiciones de primer orden

Ct: ﬁtu,(ct) =ﬂ't(1+rcj [64]
1+7,
1
Kuat A =1t+1|:— Mg+ Q=35 ):| [65]
1+7,
ﬂ“t: Kt+1:1+1 [WtL+rth_(1+TC)Ct+TRt]+(1_5K)Kt [66]
7
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Y sustituyendo se obtiene la ecuacién de Euler que ahora viene representada por la siguiente

expresion:
u,(Ct) = L FI; (Kt+l' L) + (1_ 5K )
pr(Cyy) 1+7 [67]

La dindmica del sistema viene dada por la ecuacién de Euler, junto con

F(KI’L):CI+KI+1_(1_5K)KI [68]

Es importante notar que los impuestos sobre el consumo no afectan a la eleccién de los
consumidores. Esto es debido a que la eleccidon renta-ocio no estd presente en nuestro
modelo, si hubiera ocio en la funcion de utilidad si que podria afectar dependiendo de la
funcién de utilidad considerada. En cuanto a los impuestos sobre la inversién se puede
observar que afectan en la direccion esperada. Imponiendo la condicion de estado

estacionario,

- EkD+a-s)

1
p 1l+1, [60]

Obtenemos la siguiente expresidn correspondiente a la productividad marginal del capital:

Fo (K™, L) = F—u Sy }(1+ 7,)
s [70]

De este modo, podemos concluir que a mayor 7, menos capital en el estado estacionario.

Suponiendo una funcién de produccion F(K,,L) = AK L,

F (K", L)=AK ™ >£= ! aAK Y + (1-6,)
B 1+t “
I L Akt :%—(1—50
+7,
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1

K" = _{_1+5KJQ11;)“4L
p oA

Por lo tanto, se cumple que el capital en estado estacionario es inferior cuando se considera un

impuesto sobre la inversién.

Por su parte, también observamos una reduccién en la tasa de ahorro,

[71]

4.5 Gasto publico. Imposicion optima

Hasta ahora hemos considerado que los impuestos no se utilizan para financiar ningun tipo de
gasto publico y simplemente distorsionan la decisién de los individuos, siendo devueltos por

medio de transferencias. En esta seccion vamos a introducir el gasto publico productivo en

nuestro modelo a través de la funcién de produccion. El gasto publico, G,, va a ser financiado a

través de impuestos que distorsionan la decision de los agentes, pero al contrario que

anteriormente van a tener una contribucidn positiva a la produccion agregada de la economia.
Podemos entender G, como servicios necesarios para la sociedad que no son suministrados
por el sector privado (policia, justicia, educacion...). En general vamos a asumir que G, es un

bien no rival y que no estd sujeto a congestion y por lo tanto el hecho de que una
empresa/individuo lo use no impide que lo usen los demas. La funcidon de produccién

considerada va a ser:

_ ay ¢ l-a—¢
Y, = AKSLYG 721

Antes de hallar la solucidon de Mercado de este modelo vamos a calcular la asignacion eficiente

con el objeto de tener una referencia para valorar las posibles tasas impositivas. La primera
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diferencia con el modelo neoclasico de crecimiento ya estudiado es que la restriccion de

recursos debe incluir Gt y es ahora,

C, +1,+G, =Y,

Que unida a la restriccién de recursos K,,; = I, +(l—5K )K,y despejando I, implica que
K., =Y, ~C, —G, +(1-5)K,. (73]

El problema del planificador social se puede representar de la siguiente manera,

max > Au(C)

{Ctht }T:o t=0
sa. K, =Y, -C, -G, +(1-9)K, [74]
C,,G, >0
vt =0,...,00

Dado K,y Iim[i ij =0
tow /10
Contruyendo el langragiano del problema se obtiene,

L= {ﬂtu(ct)+2’t[Yt_Ct_Gt+(1_6K)Kt_Kt+1]}

o0
t=0
En este caso tenemos una condicién de primer orden mdas ya que hay una variable de decisién

mds, el gasto publico G, . Las condiciones de primer orden de este problema son:

C.: AUu(C)=4 [75]
oY,

G,: —t=1 76

oG, el

Kit A =2alFe (Kip D +@-80)] [77]

A Y, =C, +G,+K,, —(1-58,)K, [78]

Utilizando las condiciones de primer orden e imponiendo la condicidén de estado estacionario,
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F (K',L)=cAK™“'L/G 7 5 % =aAK LG + (1-6,)

1 -1+0, 1. K LGre?
p ahA

oY,

=1 > 1-a—g)AK LG =1
%G, ( ?)

1

KL'G* ! =—————
Q-a-9)A

Dividiendo ambas expresiones

K™ 1 .5 |@-a-9)
K“L'G*? « a

B

Obtenemos el ratio gasto publico-capital en el estado estacionario,

Gi — (1_14_ é‘Kjw
K p a (79]

Esta ecuacidon nos da el ratio gasto publico-capital eficiente en el estado estacionario, que
utilizaremos cuando hallemos el equilibrio de mercado para calcular los impuestos que

maximizan el bienestar social.
El equilibrio competitivo

Para calcular el equilibrio competitivo de esta economia vamos a considerar que hay un

impuesto sobre la renta 7y que grava el ingreso de las familias proveniente de las rentas del

trabajo y el capital. El problema de maximizacidn de la familia representativa viene dado por,
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{Ct'lt}:c:o t=0
sa. C+l,=1-7y)(WwL+rK)+TR, (80]
Kt+1 = It +(1_5K )Kt
vVt=0,..,0

Dado K,y !im[j—t ij -0
—0 0

El langragiano y las condiciones de primer orden son los de una economia con un impuesto

sobre la renta y por lo tanto la condicién de Euler sigue siendo

u'(c)

— Y _—(l-ty)F (K., L)+ (@1-5,
AC,) d-7y)Fye (Kiyp L) +( )

La diferencia es que ahora en la funcidn de produccién G, esta incluido y ademas se debe

cumplir que los ingresos del estado son iguales que sus gastos, es decir

G, =7y(w,L+r,K,)+TR,. Por tanto, en estado estacionario tenemos que,

=(1-y)F (K", L)+ (1-6,) = (- 2y)aAK “'L!G 7 + (1-6,)

— (- VK + (L5, =a(1—zy)% K™ 115,

*

O NP P

(L)
K al-%)\ B [81]

*

De [81] se deduce que para que el valor de K sea el 6ptimo definido en [79], se debe cumplir

Y
e —_—
a(l-1y)

qu =1-a—¢@y por lo tanto la tasa impositiva que maximiza el bienestar social es

1-a—¢
7y 82
2—-a—¢ 182]
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Anexo: el modelo de Ramsey en tiempo continuo

En esta secciéon vamos a desarrollar el modelo de Ramsey con variables expresadas en tiempo
continuo. Al igual que hicimos con el modelo de Solow, en el modelo de Ramsey la variacién de
las variables también se puede expresar en tiempo continuo en vez de en discreto. En este

caso la suma descontada de la utilidad del individuo representativo estaria representada por,
L_Oe‘P‘u(Ct) [83]

Donde ahora el factor de descuento temporal viene representado por e ™ . De la misma forma
que en el modelo de Solow la ley de movimiento del capital fisico es un equivalente en tiempo

continuo de la ley de movimiento en tiempo discreto,
K, =1, -6.K, [84]

Donde por supuesto la inversiéon agregada es igual a la produccién que no se consume, es

decir,l, =Y, —C,. La funcién de produccién agregada sigue representada por
Y, = F(K,, L) conservando todas las propiedades de la funcién de produccién neoclésica. La

ley de movimiento del capital se puede expresar por lo tanto como,
K, =F(K,,L)-C, —6K,. [85]

Con todas estas consideraciones podemos plantear el problema del planificador de forma

analoga al caso con variables en tiempo discreto

max e ()

{Ce

sa. K, =F(K,,L)-C,-6K, [86]
vt =0,...,0
Dado K,y !im(/lth):O
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Debido a que ahora no hay un numero contable de periodos no podemos plantear el
langragiano que usabamos en el caso discreto. Para resolver este problema de maximizacién
debemos plantear el hamiltoniano, que es equivalente en tiempo continuo al langragiano de

tiempo discreto
H=e"u(C,)+A[F(K,L)-C, -5.K,] [87]

En este caso las condiciones de primer orden no son exactamente iguales a las de tiempo

discreto y dependen de las derivadas del hamiltoniano con respecto al consumo vy al capital, es

decir
C;: H.=e"u(C)=4 [88]
K He=AlF(<,D-5] 59)

En el caso continuo la condicién de transversalidad viene dada por la expresion

Iim(ﬂ.t Kt)=0. Tomando logaritmos y derivando con respecto al tiempo en la condicion de
t—w

primer orden (C, ) obtenemos

A, G [90]
p)

u,

El pardmetro o representa la elasticidad intertemporal de sustitucion, o = — , que no es

Uct
nada mas que una medida de la curvatura de la funcién de utilidad. & nos indica como de
dispuesto estd el individuo a traspasar consumo de un periodo a otro. Si la curvatura de la
funcién de utilidad es muy grande el individuo es muy averso al riesgo y va a preferir patrones
de consumo estables sin grandes variaciones de la cantidad consumida de un periodo a otro. Si
por el contrario la funcidon de utilidad es muy lineal al individuo no le van a afectar
excesivamente reducciones en la cantidad consumida en un periodo, siempre que sean

compensados por consumos mayores en otros periodos. Utilizando la condicién de primer

orden K, obtenemos,
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c )
S offy (K05, 2

t

Esta ecuacion expresa como varia el consumo en funcién del valor del consumo y el capital en
el momento t. La ecuacién [91] y la restriccién de recursos [85] forman el sistema de

ecuaciones diferenciales que definen la dindmica del sistema. Como en el caso del tiempo

discreto hay dos variables en el sistema, una variable de control Cty una variable de estado

K, . El estado estacionario de este sistema dindmico viene definido por los valores del
consumo Yy del capital o y K*para los que se cumple que Ct = Kt =0. El valor de C~ y

K lo obtenemos imponiendo las condiciones de estado estacionario al sistema

Kt = F(Kt’ L)_Ct _5K Kt

[92]
c .
o= olFe (K, L)-5, - p]
t [93]
En este caso, de [93] obtenemos directamente el valor de K™
Fo (K L)=6, +p
[94]

Y con [92] podemos calcular el valor del consumo en el estado estacionario en funcién de K

C =F(K",L)-5K" 5]

La ecuacion [94] define los puntos del espacio C—K en los que se cumple Ct =0, esta
ecuacion esta representada en la figura 1 por la recta Ct =0, que como se puede observar es

una recta vertical, ya que en [94] solo aparece la variable K . De la misma forma la ecuacién
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[95] define los puntos del espacio en los que Kt =0, en la figura 1 estd representada por la
recta K.t =0. Su forma viene determinada por las propiedades de la funcién de produccion,
debido a la concavidad de la funcién de produccién la curva K.t = O tiene forma de pardbola

invertida. Ambas rectas se cortan en el estado estacionario (C*, K*). En la figura 1 también se

puede observar cdmo las ecuaciones [94]-[95] dividen el plano en cuatro regiones, en cada

una de estas cuatro regiones las flechas nos indican la direccién en que se mueven las variables
C,y K,. Es mds, la linea de trazo grueso nos indica la direccién desde donde la senda de
equilibrio se acerca al estado estacionario (C*,K*). Es importante notar que dada una
condicion lineal K, existe una tnica senda de equilibrio definida por el sistema [94]-[95] que
cumple la condicién de transversalidad. Se puede demostrar que dicha senda de equilibrio

converge al estado estacionario (C K )y ademas es la Unica senda que lo hace.

Figura 1: Diagrama de fases del modelo de Ramsey

K
K*

Por esta razén decimos que el estado estacionario es un punto de silla.
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El estado estacionario con una funcién de produccién Cobb-Douglas

Supongamos ahora que la funcién de produccidon agregada viene dada por la expresion

Y, = AKZL". En este caso el valor del capital en el estado estacionario se obtiene con la

ecuacion F (K*, L)= O +p ,

1

K" = M EL'
Ac

Si definimos la tasa de ahorro como S, =Y—t, en el estado estacionario se cumple que
t

I” =65,K"y porlo tanto

¢ = O _ o
AK YT S+p
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